Bab 1
Ruang Vektor

Definisi Misalkan F adalah field, yang elemen-elemennya dinyatakansebagai skalar. Ruang
vektor atas F adalah himpunan tak kosong V, yang elemen-elemennya merupakan vektor,
bersama dengan dua operasi. Operasi pertama disebut penjumlahan dan dinotasikan dengan +,
yang dimaksud dengan setiap pasangan (u, v) di V adalah vektor u +v di V. Operasi kedua disebut
perkalian dengan skalar dan dinotasikan penjajaran, yang dimaksud dengan setiap pasangan (r,
u) € FxV adalah vektor ru di V. Lebih lanjut, harus pula memenuhi sifat-sifat:
1. (Assosiatif terhadap penjumlahan) Untuk setiap vektoru, v, w €V,

u+(v+w)=(u+v)+w
2. (Komutatif terhadap penjumlahan) Untuk setiap vektoru, v, w €V,

u+v=v+u
3. (Eksistensi elemen nol) Terdapat vektor O € V yang bersifat

O+u=u+0=u

untuk setiap vektoru e V
4. (Eksistensi invers penjumlahan) Untuk setiap vektor u €V, terdapat vektor di V, dinotasikan
dengan —u, yang bersifat:

u+(-u)=(-u)+u=0
5. (Sifat perkalian dengan skalar) Untuk setiap skalar a, b € F dan untuk setiap vektoru,v €V,

a(u+v)=au+av

(a+b)u=au+bu

(ab)u =a(bu)
1lu=u,dengan 1eF

Perhatikan bahwa empat sifat pertama pada definisi ruang vektor dapat diringkas dengan
mengatakan bahwa V adalah grup abelian terhadap operasi penjumlahan.
Ruang vektor atas field F disebut Ruang-F. Ruang vektor atas field real disebut ruang vektor real

dan ruang vektor atas field kompleks disebut ruang vektor kompleks.

Definisi Misalkan S adalah subset tidak kosong dari ruang vektorV. Kombinasi linier dari vektor-
vektor di S dinyatakan dalam bentuk
a;Vy +... +a,Vv,

denganv;, .., v, €Sdana,, .., a, € F. Skalar a; disebut koefisien dari kombinasi linier.
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Suatu kombinasi linier dikatakan trivial jika setiap koefisien a; adalah nol, selain itu dikatakan

nontrivial.

Contoh-Contoh Ruang Vektor

Berikut ini beberapa contoh ruang vektor.

Contoh 1.1

1) Misalkan F adalah suatu field. Himpunan F’ yaitu himpunan semua fungsi dari F ke F, adalah
ruang vektor atas F, dibawah operasi penjumlahan dan perkalian skalar pada fungsi:

(f+9)(x) =f(x) + g(x)
dan
(af)(x) = a(f(x)).

2) Himpunan M,,,(F) yaitu himpunan semua matriks m x n dengan entri-entrinya di field F,
adalah ruang vektor atas F, dibawah operasi penjumlahan matriks dan perkalian matriks
dengan skalar.

3) Himpunan F" yaitu himpunan semua susunan n-tuples yang komponen-komponennya berada
di field F, adalah ruang vektor atas F, dengan penjumlahan dan perkalian skalar yang
didefinisikan:

(ay ..., a,)Hby .., b,)=(a; +by, .., a,+b,)
dan
c(ay, ..., ay) =(cay, .., ca,)
Element-elemen F" dapat juga ditulis dalam bentuk kolom. Jika F adalah field hingga dengan q

elemen, ditulis V(n, q) untuk F,".

4) Misal F adalah suatu field. Bentuk barisan sSebagian besar ruang barisan adalah ruang vektor.
Himpunan Seq(F) yaitu himpunan semua barisan tak hingga yang merupakan anggota field F,
adalah ruang vektor yang operasinya didefinisikan

(sn) +(tn) = (sn + 1)
dan
a(sa) = (asy)
Dengan cara serupa, himpunan ¢, yaitu himpunan bilangan kompleks yang konvergen ke 0
adalah ruang vektor, seperti himpunan € yaitu himpunan semua barisan kompleks terbatas.
Juga, jika p adalah bilangan bulat positif, maka himpunan €° yaitu himpunan semua barisan

kompleks (s,) dengan
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Z|Sn|p < o0
n=1
adalah ruang vektor dibawah operasi componentwise. Untuk melihat apakah pejumlahan
merupakan operasi biner di €°, salah satu dari Minkowski’s inequality
- 1/p OO 1/p o 1p
p p p
(Sl (3R] +(Zhr]
n=1 n=1 n=1

yang tidak dikerjakan disini.

Subruang

Sebagian besar struktur aljabar memuat substruktur, termasuk ruang vektor.

Definisi S subset dari V dikatakan subruang dariruang vektor V jika S adalah ruang vektor
dengan operasi yang sama dengan operasi pada V, dinotasikan dengan S <V dan jika S adalah

subruang sejati dari V dinotasikan dengan S < V. Subruang nol dari V adalah {0}.

Untuk mengetahui apakah S adalah subruang dari V, cukup diselidiki bahwa S tertutup
dibawah operasi di V.

Teorema 1.1 Subset S yang tidak kosong dari ruang vektor Vadalah subruang dari V jika dan
hanya jika S tertutup dibawah operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar atau, secara
ekivalen, S tertutup dibawah kombinasi linier, yaitu,
a,beFuveS=au+bves
Bukti:
1. Jikadiketahui SV, S #J, S adalah subruang dari ruang vektorV maka S tertutup
dibawah operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar.
Bukti:
Diketahui S — V, S #J, S adalah subruang dari ruang vektorV.
Akan ditunjukkan bahwa S tertutup dibawah operasi penjumlahan dan perkalian dengan
skalar.
Ambil sebaranga, b € F
Karena S #J, ambil sebarangu, v €S.
Karena S adalah subruang dari ruang vektor V, berarti S adalah ruang vektor dengan

operasi yang sama dengan operasi pada V.
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Karena S adalah ruang vektor, berarti au € S dan bv €S.
Karenaau € S, bv € S,Sc V, berarti au + bv € S.
Terbukti bahwa jika S — V, S #J, S adalah subruang dari ruang vektorV maka S tertutup
dibawah operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar.
2. lJika diketahui bahwa S c V, S#J, dan S tertutup dibawah operasi penjumlahan dan
perkalian dengan skalar maka S subruang dari ruang vektor V.
Akan ditunjukkan bahwa S adalah ruang vektor
2.1. Akan ditunjukkan bahwa (S, +) adalah grup abelian
2.2. Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap skalar a, b € F dan untuk setiap vektoru,v € S,
beraku a(u+v)=au+av, (a+b)u=au+bu, (ab)u=a(bu), 1u =u, dengan 1cF
Bukti:
2.1. Diketahui S c V, S #J, dan S tertutup dibawah operasi penjumlahan dan perkalian
dengan skalar
Ambil sebarangu,v,w € S
Ambil sebarang a,b € F
Akan ditunjukkan bahwa (S, +) adalah grup abelian
Karena S —V dan V adalah ruang vektor, berarti berlaku
U+ (VHEW) S (UHV) FWAAN U HV SV F Ui et sreseeresseseseresesenes (i)
Karena S cV, V adalah ruang vektor, dan S tertutup terhadap perkalian dengan skalar
berarti terdapat — 1 € F sedemikian sehingga (—1)u= —U € S....ccevvevrevrereecennne. (i)
Karena S tertutup terhadap penjumlahan, berarti u + (—u) =0 € S.....cceeeverrennne (iii)

Dari (i), (ii), dan (iii) terbukti bahwa (S, +) adalah grup abelian.

2.2. Diketahui S c V, S #J, dan S tertutup dibawah operasi penjumlahan dan perkalian
dengan skalar
Karena S=J, ambil sebarangu,v,w €S
Ambil sebarang a,b € F
Akan ditunjukkan berlaku a(u +v) =au +av, (a+b)u=au +bu, (ab)u =a(bu), lu=u,
dengan 1eF.

KarenaScV berartiu,v,w € V.

KarenaV adalah ruang vektor, berarti berlaku a(u +v) =au +av, (a+b)u=au +bu,

(ab)u=a(bu), 1lu=u, dengan 1<F.
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Terbukti bahwa setiap skalar a, b € F dan untuk setiap vektor u, v € S, berlaku
a(u+v)=au+av, (a+b)u=au+bu, (ab)u=a(bu), lu=u, dengan 1eF.
Dari pembuktian 2.1 dan 2.2. terbukti bahwa S adalah ruang vektor.
Dari pembuktian 1 dan 2 terbukti bahwa Subset S yang tidak kosong dari ruang vektor V adalah
subruang dari V jika dan hanya jika S tertutup dibawah operasi penjumlahan dan perkalian
dengan skalar atau, secara ekivalen, S tertutup dibawah kombinasi linier, yaitu, a, be F, u,v €

S=au+bveSsS

Contoh 1.2 Pandang ruang vektor V(n, 2) dari semua n-tuples biner, yaitu n-tuples yang terdiri
dari 0dan 1.
Bobot W(v) dari vektor v € V(n, 2) adalah jumlah koordinat tidak nol diV, misal
W(101010....0) =3.
Misal E, adalah himpunan semua vektor di V yang berbobot genap. Maka E, adalah subruang
dari V(n, 2).
Untuk melihat hal ini, perhatikan bahwa

W(u +v) =W(u) + W(v) —2W(u Nnv)
dengan u N v adalah vektor di V(n, 2) yang komponen ke-i nya adalah product dari komponen
ke-i dari u danv, yaitu,

(uNv)i=u;.v

Selanjutnyajika W(u) dan W(v) keduanya genap, begitu juga dengan W(u +v). Akhirnya,
perkalian skalar atas F, adalah trivial dan juga E, adalah subruang dari V(n, 2), dikenal sebagai

subruang berbobot genap dari V(n, 2).

Contoh 1.3 Sebarang subruang dari ruang vektor V(n, q) disebut linier code. Linier code
adalah penting dan banyak dipelajari dalam tipe-tipe kode, karena strukturnya berdayaguna

dalam encoding dan decoding informasi.

Lattice dari Subruang

Himpunan S(V) adalah himpunan semua subruang dari ruang vektor V yang terurut secara set
inclusion. Subruang nol {0} adalah elemen terkedil di S(V) dan V adalah elemet terbesar di S(V).
likaS, T € S(V) maka S N T adalah subruang terbesar dari V yang terkandung didalam S
maupun T. Dalam bentuk set inclusion, S N T adalah batas bawah terbesar dari S dan T.

SAT=glb{s, T}
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Secara umum, jika {S;|i €K} adalah sebarang koleksi subruang dari V, maka irisan-irisannya

adalah batas bawah terbesar dari subruang:

(S, =glb{S, |i e K}

ieK
Dengan katalain, jika S, T €S(V) ( dan F adalah tak hingga), maka S U T € S(V) jika dan hanya

jikaSc Tatau T < S. Dengan demikian gabungan dua subruang bukanlah subruang.

Teorema 1.2 Ruang vektor non trivial V atas field tak hingga F tidak dapat dinyatakan sebagai
gabungan sejumlah hingga dari subruang sejati.
Bukti. AndaikanV =S, U ... U S, asumsikan bahwa
SSE€ES,U...US,
Misalkan w € S;\ (S, U ...US,) danv ¢ S;. Pandang himpunan tak hingga
A={rw+v | reF}
yaitu garis yang melalui v sejajar w. Akan ditunjukkan bahwa setiap S; memuat paling banyak

satu vektor dari himpunan tak hingga A, yang kontradiksi denganV =S; U ... U S,.

Jikarw +v € S, r£0makaw € S; akibatnya v € S;, bertentangan dengan asumesi.
Berikutnya, andaikanriw +v € Sidanrp,w+v e S, i >2danr; #r,.
Maka

Si3(rnw+v)—(rw+v)=(r;—r)w

Diperoleh w € S, hal inijuga bertentangan dengan asumisi.

Berikut ini adalah definisi yang digunakan untuk menentukan subruang terkecil dari V yang

memuat subruang Sdan T.

Definisi Misal S dan T adalah subruang dari V. Jumlah S + T didefinisikan dengan
S+T={u+v/|ueS,veT}
Lebih umum, jumlah sebarang koleksi subruang {S; |i K} adalah himpunan dari jumlahan

berhingga dari vektor- vektor pada gabungan U S;.

>'s, ={Sl+---+5n s, EUSi}

ieK ieK
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Tidak sulit menunjukan bahwa jumlah sebarang koleksi subruang dari V juga merupakan
subruang dari V danjumlahnya adalah batas atas terkecil dibawah set inclusion:
S+T=1lub{sS, T}

Lebih umum,

3°s, = Iub{S, |i e K}

ieK
Jika sebagian terurut himpunan P bersifat setiap pasangan elemennya memiliki batas atas
terkecil dan batas bawah terbesar, maka P disebut lattice. Jika P memiliki elemen terkedil dan
elemen terbesar dan bersifat setiap koleksi elemennya memiliki batas atas terkedil dan batas
bawah terbesar maka P disebut lattice lengkap. Batas atas terkedil dari suatu koleksi disebut

join dari koleksi dan batas bawah terbesar dari suatu koleksi disebut meet.

Teorema 1.3 Himpunan S(V) yaitu himpunan semua subruang dari ruang vektorV adalah

lattice lengkap dibawah set inclusion, dengan elemen terkecil {0}, elemen terbesar V, meet

glb{sliek}= (S,

ieK
dan join

lubfs; [ie K}= S,

ik
Bukti:
Diketahui S(V) adalah himpunan semua subruang dari ruang vektor V.
Akan ditunjukkan bahwa S(V) adalah lattice lengkap
(1) Akan ditunjukkan bahwa S(V) memiliki elemen terkecil dan elemen terbesar.
(2) Setiap koleksi di S(V) memiliki batas atas terkecil dan batas bawah terbesar.
Bukti:
(1) Akan ditunjukan bahwa S(V) memiliki elemen terkedil dan elemen terbesar
Karena S(V) adalah himpunan semua subruang dari ruang vektor V maka berdasarkan
definisi subruang berarti {0} €S(V) dan V €5(V), dengan {0} adalah elemen terkedl di S(V)
dan V adalah elemen terbesar di S(V).
Terbukti bahwa S(V) memiliki elemen terkecil dan elemen terbesar.
(2) Akan ditunjukkan bahwa setiap koleksi di S(V) memiliki batas atas terkecil dan batas
bawah terbesar

Ambil G={S,, S,, ..., S} adalah sebarang koleksi di S(V)

Akan ditunjukkan bahwa G memiliki batas bawah terbesar
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Karena S(V) adalah partially ordered by set inclusion berarti dapat dipilih S; dengan S,
cS,c...cS,

Karena S; c=S,c ... Sy berarti S; € ﬂ S, = gIb{Si lie K}

ieK
Terbukti bahwa setiap koleksi di S(V) memiliki batas bawah terbesar........................... (i)
Karena S(V) adalah partially ordered by set inclusion berarti terdapat S, € Z S, dengan
ieK
S DSk-1D...05;.
Karena S DS¢_; 2...05; berarti S, € ZSi = Iub{Si lie K}
ieK
Terbukti bahwa S(V) memiliki batas atas terkecCil........ooeveeeeececeeeee e, (ii)

Dari (i) dan (ii) terbukti bahwa Setiap koleksi di S(V) memiliki batas atas terkecil dan batas
bawah terbesar.
Dari pembuktian (1) dan (2) terbukti bahwa Himpunan S(V) yaitu himpunan semua subruang
dari ruang vektorV adalah lattice lengkap dibawah setinclusion, denganelemen terkecil {0},

elemen terbesar V, meet

glb{s |iekt= (S,
ieK
dan join
lubfs; lie K}= 'S,
ieK
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